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す.t = (tn)nEN E zoに対して，この数列を係数として持つ形式的べき級数f(t;X)を
00 




さて，特に任意の nEN に対して tn~0 であり，十分大きい nEN に対して tn = lの
場合は， f(t;X)を以下のように別の表示で表すことができる：
f(t;X) =文xvm=: g(v; X) (1.2) 
m=O 
ただし， V= (vm)mENは非負整数列であり，十分大きい mに対して， Vm+l> Vmが成り立
つ．ここで，数列vは，べき級数f(t;X) = g(v; X)において， nonzerodigitの出現頻度と
関連がある．
2章では，部分空間定理を用いて得られる結果を紹介する特に，べき級数が(1.2)の形












m→ oo Vm 
>1 (2.1) 
を満たすと仮定する．このとき， CorvajaとZannier[10]は， o< lal < iを満たす任意の







た．ここで， Pisot数およびSalem数の定義を復習する./3 > 1を代数的整数とし，その共
役を坊=/3, /3足・・'{3dと書<./3がPisot数であるとは，任意のi2: 2に対して， l/3il< 1 
が成り立つことをいう．例えば黄金比 (1+ v's)/2はPisot数である．また， 2以上の整
数bもPisot数である．一方， 0がSalem数であるとは，以下の成立が成り立つことをい
う：任意の i2: 2に対しては1さ 1であり，ある j2'. 2が存在して l/3jl= 1. 例えば，
X4 -X3 -x2 -x + 1 = oの1より大きい解はSalem数である．
さて'/3はPisot数またはSalem数であるとする.(2.1)より弱い条件である
r Vm+l 1msup-> 1 
m→ oo Vm 
(2.2) 







l = Ltnb―n 
n=O 
とかく．ただし， t。=l~」であるまた， n 2'. 1 に対して tn=tn(b;~) E {0,1, .. ,b-1}で
ある．一意性を保証するために，無限に多くのnに対してtn:<; b -2であるとする.Borel 
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[6]は，いが代数的無理数の場合，くはb進展開に関して正規数であると予想した．さて， Cが
b進展開に関する正規数の定義を復習する正整数LおよびW1'...'wL E { 0, 1,...'b -l} 
に対して，
入N(b,~; W1, .. , WL) := Card{n E z+ Inさ;N, (tn, tn+l, .. , tn+L-1) = (w1, W2, .. , WL)} 
とおく． このとき，くが b進展開に関して正規数であるとは，任意の正整数 Lおよび
叫，．．．，叫 E{0,1,.. ,b-1}に対して
1 lim - ]_ 




'T/k := L'::=o b-nkとおく．すると， 'T/kは明らかに無理数であり，またb進展開において正規
数ではないしたがって， Borelの予想が正しければ， 'T/kは超越数であるところが， k;:,:3 
の場合は， 'T/kが超越数かどうかは未解決であるなお， k=2の場合は，超越性がDuverney,
Ke. Nishioka, Ku. Nishioka, Shiokawa [1]およびBertrand[5]により独立に証明されて
いる．
Borelの予想に対する，部分的な結果を紹介するまず，代数的無理数のb進展開に関
する complexityfunction p(b, t; L)を，以下により定義する：
p(b, t; L) := Card{(tn, tn+l, ...'tn+L-1) E {O, 1, ...'b -l}L In E z+}. 
tがb進展開において正規数ならば，任意の正整数Lに対して， p(b,t; L) = bLが成立する．
AdamczewskiとBugeaud[3]は，代数的無理数くに対して，
lim 
p(b, t; L) 
= 00 
L→ oo L 
であることを示した．さらに， r5< 1/11を満たす任意の実数6に対して， BugeaudとEvertse
[9]は，
limsup 
p(b, [; L) 
= 00 




,(b,[;N) = Card{n E z+ In~N, tn "'f'tn+1}-
BugeaudとEvertse[9]は， d次の代数的無理数いこ対して，以下を示した：計算可能な
絶対正定数Ci,およびb,[にのみ依存する正定数ら(b,[)が存在して， N2". C2(b, [)ならば
囁， ~;N) > 01 (log N)312 
ー (log6d)112 (log log N)1/2. 
(2.3) 
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する．本稿では，簡単のために 0さx<lの場合に (3展開を定義する 1より大きい実数9
に対して，写像TfJ: [O,1)→ [O, 1)を， TfJ(x)= {(3x}により定義する．非負整数mに対し




で与えられる．ただし， tn= tn(/3; () = l/3巧―l(x)」である．任意の n~1 に対して，明ら
かに0さtnさf3が成り立つ./3 = bが2以上の整数の場合，実数のf3展開は，前章のb進展
開と一致する．
実数(E[O, 1)に対して， nonzerodigitの個数入(/3,(; N)を以下で定義する：
入(/3,(;N)= Card{n E z+ In~N, tnヂO}.
Bailey, Borwein, Crandall, Pomeranceは， /3= 2の場合に，代数的無理数のnonzerodigit 
の個数を研究した.(を代数的無理数とし， d(~2) をその次数とする．このとき， Bailey,
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Borwein, Crandall, Pomerance [4] は， C によって定まる正定数ら(~), C4(~) が存在して，以
下が成り立つことを示した： N2'. □ (~)を満たす任意の整数 N に対して，
入(2,l;N)~G孔l)Nlfd_ (3.1) 
なお， C孔~)は計算可能であるが， C4ば）は計算不可能である．
Adamczewski, Faverjon [2]およびBugeaud[7]は独立に，評価式 (3.1)を整数b2". 2に
一般化したさらに，彼らは b,~ によって定まる正定数Cs(b,~), C5(b, ~)が存在して，以下
が成り立つことを示した： N 2". C6(b,~) を満たす任意の整数N に対して，
入(b,~; N) 2". C5(b, ~)N1fd_ (3.2) 
その後著者 [14]によって式 (3.1)および式 (3.2)が一般化されたその結果を定式化する
ために記号を導入する．整数列t= (tn)nENに対して，
心(t)= Card{n EN In,:; N, tnヂO}
とおく．




が成り立つと仮定するさて， f(t;fJ-l) = I:~=0 tnfJ-n =: ~ が代数的数であると仮定し，
D= [Q(凡~) : Q(fJ)]とおく．
すると，凡 ~,B のみに依存する正定数 C1 = C1(fJ, ~'B), Cs = G武凡 ~,B) が存在して，
以下を満たす： N2". Csとなる任意の整数Nに対して，
N 1/D 
心(t)2". C1 CogN) . (3.3) 
fJ は再び， Pisot 数または Salem数とする-~ は代数的数であり，〇展開において， nonzero
digitの個数が無限に存在すると仮定するこのとき，定理3.1は適用可能であり， digitの
列t= (tn(fJ; ~))立1 は評価式 (3.3) を満たす．
さて，定理3.1の超越数論への応用を述べる．
系 3.1.fJ を Pisot数または Salem数とする• t = (tn)nENは整数列であり，無限に多くのn
に対して tnヂ0であるとする．ある正整数Bが存在して，任意の非負整数nに対して，





















V = (vm)mENの増大度が，等比数列より大きいことを要請している．実際，数列V= (vm)mEN 
が条件(2.1)を満たすと仮定するすると，ある正定数6が存在して，十分大きなmに対し











はともに超越数である式(2.4)で定義された数列w(0)= (w(0;m))nENとv(l = (v幻）匹1,
砂＝（心）立3に関して，以下のように大きさを比較する：
logw(0; m) = log 2• m0 + o(l), 
log心=(logm)2 + o(l), 
logv臼=log m -log log m + o(l). 
v(1), v(2)のほうが増大度はかなり小さいこのため，部分空間定理の応用と比較して，超
越性を判定できるべき級数の範囲がかなり広がったといえる．
以上のように， Bailey,Borwein, Crandall, Pomeranceによる手法は，超越数論におい
て強力なものであるしかし，部分空間定理の応用と比較すると，適用できる問題に制限
がある．まず， 2章の最初に述べた Corvaja,Zannierの判定法と比較すると，代入する代数











数的整数とし,/31 = (3, /32, ・ ・ ,山をその共役とする．ただし，必要に応じて添え字を入れ
替えることで， {はI>1 1::; i:; P, 
l/3jl::; 1 1 + p::; i:; d 
が成り立つとしても一般性を失わない．ここで， p=lが成立するのは'(3がPisot数また
はSalem数の時である




が成り立つと仮定するさて， 1:; iさpに対して， f;(t;(3―1) = L:"=o tn/3;-n =: もとおく．
各1さiさpに対して，もは代数的数であると仮定するさて，




心(t)2: 09し。：N r/D -
定理4.1も，定理3.1と同様に，べき級数の値の超越性に対して部分的な応用がある．
系 4.1.(3は， 4章のはじめに定義された代数的整数とする.V = (vm)mENは非負整数列で





m→ oo mR 
すると， g(v;/31り，g(v;/321),.. ,g(v;/3;1)の中で少なくとも一つは超越数である．
例えば，出 =4+ ✓うの場合を考えると， p=2かつ/32= 4-J2であるしたがって，
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